Satz des Euklid:

Es gibt unendlich viele Primzahlen

29.06.19

Worum es mir hier geht: Meiner Erfahrung nach sind die Mehrzahl aller
mathematischen Beweisfiihrungen in den Lehrblichern dirftig und didaktisch
mangelhaft dargestellt. D.h. solche Beweise sind fiir mich nicht wirklich 100%ig
Uberzeugend. Deshalb ist mein Hauptanliegen in meinen eigenen
Beweisdarstellungen, dass ich Beweise moglichst vollstandig und somit (gemaR
meines Konnens) weitgehend stichhaltig darstelle.

Und eigentlich geht es mir darum, dass man anhand des dulerst instruktiven
Beispiels der Beweisflihrungen in der Mathematik lernt, generell schlissig und
sinnvoll zu argumentieren. Dass man ein Gesplr bekommt: was ist
Uberzeugend an einer Argumentation und was nicht.

Satz des Euklid

Der Beweis folgt der YouTube-Vorlesung von Prof. Christian Spannagel vom
15.02.2010: ,,Die Unendlichkeit der Menge der Primzahlen oder Der Satz des
Euklid“. - Spannagel ist einer der ganz Wenigen seiner Zunft, die sich als
Mathematiklehrer um die Darstellung liickenloser Beweisfihrung bemithen,
deshalb halte ich mich hier bei diesem Beweis im sachlichen Kern an diesen
hervorragenden Meister jener Kunst.

Voraussetzungen:

1. Satz vom kleinsten Teiler: d teilt n bzw.->d|n

Der kleinste Teilerd € N
einer naturlichen Zahl n > 1 ist immer eine Primzahl

Beweis (findet sich bei YouTube): Prof. Christian Spannagel in: Der Hauptsatz
der elementaren Zahlentheorie — Teil 1 und Teil 2 (08.12.2010).


https://www.youtube.com/watch?v=piY6tA41xnQ&t=606s
https://www.youtube.com/watch?v=uzNyINSfdOY&t=115s

Hier jetzt im Einzelnen aufgefiihrt und ausgefeilt:

Es handelt sich bei den folgenden Ausfiihrungen immer um natirliche
Zahlen (geschrieben mit dem Symbol N). Das sind die positiven ganzen
ZahlenabderZahl1l: N=1,2, 3, 4,5 usw.

Ein Teiler einer natirlichen Zahl geht in dieser Zahl vollstandig auf bzw.
der Zahler kann ohne Rest durch den Teiler gekiirzt werden. Der Teiler
steht im Nenner:

z.B. % . Hier kann 100 von 50 vollstandig ohne Rest geklrzt werden zu

2. Geschrieben wird der Teiler einer Zahl mit einem senkrechten Strich:
50100, was bedeutet: ,50 ist Teiler der Zahl 100“. Die Zahl 100 hat
mehrere Teiler: 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50. Alle diese Teiler zusammengefasst
bilden die Teilermenge der Zahl 100.

Die Teilermenge einer bestimmten natirlichen Zahl n sei T(n) genannt —
sie ist eine Teilmenge der natlirlichen Zahlen: T(n) € N . Die Eins gehort
nicht zu T(n), weil das ja duBerst trivial ware: denn man kann jede
beliebige natirliche Zahl durch 1 teilen, was jeder genaueren
Uberlegung, wie sie hier angestellt wird, die Tour vermasselt.

T(n) ist definitiv nicht leer, weil zumindest n € T'(n) ist, d.h. n lasst sich
jedenfalls durch sich selbst teilen — wie das ja bei Primzahlen
definitionsgemdp als einziger Teiler (auBer nattirlich der 1) der Fall ist.

Nun gibt es nach dem ,Wohlordnungsprinzip‘ (und nach der einfachen
Zahlen-Anschauung) in jeder nicht leeren Teilmenge der natirlichen
Zahlen ein kleinstes Element. T(n) hat also ein kleinstes Element.
Bezeichnet wird es in diesem Beweis alsd, d € T'(n).

Zu beweisen: d ist eine Primzahl d € P

Nun kommt der klassische (sogenannte) indirekte Beweis, indem die
Alternative als absurd, unhaltbar oder widerspriichlich aufgezeigt wird,
womit die Alternative zur Alternative als richtig angesehen wird, sofern
es auler diesen beiden Alternativen keine weiteren Moglichkeiten gibt.
Die Alternative zu ,Primzahl‘ ist ,keine Primzahl.

Beispiel aus dem Alltag: Die Wohnungstir hat nur zwei Mdoglichkeiten,
entweder sie ist (mit einem Schlissel) abgeschlossen oder sie ist nicht
abgeschlossen und lasst sich somit normal 6ffnen. Meine Behauptung,
die ich beweisen will, lautet: sie ist abgeschlossen. Nun fihre ich die



Alternative zum Widerspruch: ich behaupte stattdessen, sie ist nicht
abgeschlossen. Und zwar mache ich das, indem ich zur Tir gehe, und
versuche sie ohne Schliissel ganz normal zu 6ffnen. Das geht aber nicht.
Folglich ist die Tlir abgeschlossen, was zu beweisen war (w.z.b.w.).

Angenommen d & P (d wire keine Primzahl; oder mathematisch
ausgedrickt: nicht Element der Menge der Primzahlen)

Dann existieren mindestens zwei natlrliche Zahlen (jeweils >1), aund b
als Faktoren, die d ergeben: a « b = d (und nicht nur lediglich ein Faktor,
der nur mit 1 multipliziert die Zahl d ergibt, wie das bei Primzahlen der
Fall ist).

Das bedeutet aber: a|d ->(a teilt d) oder auch b|d ->(b teilt d), denn

% = b. - D.h. d kann ohne Rest durch a gekiirzt werden zur natirlichen
Zahl b.

Da ja nach Voraussetzung d die kleinste Zahl der Teilermenge T(n) von n
ist, gehort d also zur Teilermenge von n, d.h. es gilt
voraussetzungsgemall d|n.

AuRerdem ist a<d und b<d, da die beiden Teiler jeweils immer kleiner als
die zu teilende nicht-Primzahl sind. (Nur bei Primzahlen gibt es genau
eine natlrliche Zahl als Teiler, die aber logischerweise genauso grof3 ist
wie die Primzahl).

Ina-b=d muss ja die positive ganze Zahl a extra mit einer positiven
ganzen Zahl b multipliziert werden, um so grof zu werden wie die
positive ganze Zahl d. Deshalb ist a<d. Wenn ich zur 5 extra noch die Zahl
10 brauche, um 50 zu erreichen, ist klar, dass 5 kleiner ist als 50. Gell?

Wenn also einerseits galte, dass a|n, so ergabe sich der Widerspruch,
dass d eben nicht der kleinste Teiler von T(n) ist, da andererseits a<d ist.
Aber wieso ist a auch Teiler von n, wenn a Teiler von d ist?

Beispiel: angenommen die kleinste Zahl d sei 32 und wir haben zwei
Teiler 8 und 4. Und irgendein Vielfaches (etwa das 6-fache) von 32 ergibt
die Zahl n. Also n = 6x32 = 192. Nun sind in der Tat 4 und 8 beides Teiler

von 192: 192/4=48 und 192/8=24. Da 32 sechs mal in 192 steckt, ergibt

sichn = % = 64.-382 wo sich also genauso wie in 32 die Zahl 4 oder die

Zahl 8 restlos wegkiirzen lasst. Also sind 4 oder 8 nicht nur Teiler von d,
sondern auch von n. Gell?



Prof. Spannagel erklart das kurz & furz als Transitivitidt der
Teilbarkeitsrelation:
aldundd|n = a|n

Da nun die Annahme, dass der kleinste Teiler d keine Primzahl ist, zum
Widerspruch gefiihrt wurde, gibt es fir d nur noch die Alternative: d ist
Primzahl!

Nun kommen wir zur zweiten Voraussetzung, die notig ist fir den Beweis
vom Satz des Euklid.

2. Wenn alb A b|c = a](b-c), wobei b > c ist. [Auf Deutsch: wenn a
Teiler von b ist und b Teiler von ¢, dann folgt daraus: a ist Teiler der
Differenz (b-c)]

Beispiel: wenn 50| 250 und 50| 100 dann gilt: 50|(250-100)

250 100 250—100 .
= S0 - so . Der Punkt ist offenbar der, dass 50 der Nenner des

Bruches wird mit dem Zahler 250-100. Und dieser Nenner lasst sich
restlos bei beiden Summanden (genauer: bei Minuend und Subtrahend)
im Zahler wegkurzen, ist folglich Teiler jedes der beiden Summanden und
folglich auch der Zahlersumme (genauer: der Differenz) 250-100. (So
ungefahr halt).

Nach diesen beiden Voraussetzungen steht dem vollstandigen Beweis des
Satzes von Euklid nix mehr im Weg. Auch hier handelt es sich wieder um den
klassischen indirekten Beweis, der bei den griechischen Mathematikern des
Altertums offenbar zu recht sehr beliebt war.

Annahme (im Gegensatz zur Behauptung) — es gibt endlich viele Primzahlen
und nicht unendlich viele.

Nach dieser Annahme gibt es also lediglich die endlich vielen k Primzahlen
P1,P,,Ps,...,Px

Es kann ja nun den Euklid niemand ernsthaft dran hindern, dass er diese k
Primzahlen alle miteinander multipliziert und schlieRlich Juxes halber zu diesem
Produkt noch eine 1 hinzu zu addiert. Dieses (Produkt+1) sei als n bezeichnet:



n= P;-P,-Ps-...-P,+1; nist natlirlich auch wieder eine natiirliche Zahl: n €N.
Denn alle Primzahlen sind naturliche Zahlen und somit auch deren Produkt und
die 1 ist ebenfalls eine natirliche Zahl.

Bekanntermalen hat jede natiirliche Zahl einen kleinsten Teiler, und dieser ist
eine Primzahl. (Siehe oben Punkt 1. Satz vom kleinsten Teiler).
Sei also p der kleinste Teiler von n: p € P mit p|n

Da die Primzahlen gemaR unserer Alternativ-Annahme endlich sind, muss
dieses p eine dieser Zahlen P;...P, sein. Sei P; diese Primzahl p=P;

Wenn das der Fall ist, so gilt:

erstens P;|( P1-Py-P5-...-P,)+1 (was lediglich eine andere Formulierung von p|n
ist),

zweitens da P; ja zur Menge aller endlich vielen Primzahlen gehort, gehort P;
auch als Faktor zum Produkt dieser Menge = P,---P, . Eine Zahl Z von der GroRe
eines Faktors P; des Produkts ist dann jedoch Teiler dieses Produkts, weil die
Zahl Z ohne Rest gegen P; gekiirzt werden kann. Da Z=P; ist, so ist P; Teiler des
Produkts P;**-P .

M.a.W. es gilt:

Pi[(P1-P2'P3...sP)+1 A Pi[( P1-PyP3...Py)
= Pi[{( P1Py'P3"..-Pi)+1 - (P1'Py'P3-..oPy)} = Pi1

Die Primzahlen fangen jedoch bei 2 an. (Die 1in P;|1 beispielsweise durch P;=2
geteilt, kann nicht mehr gekirzt werden. Dasselbe gilt logischerweise auch fir
alle weiteren Primzahlen 3, 5, 7, 11 usw.). Deshalb hat Euklid die 1 genommen,
denn nur durch die 1 kann die Unhaltbarkeit erzeugt werden! Das Ergebnis
P;|1 ist unhaltbar, und die Annahme endlich vieler Primzahlen ist somit falsch.
Es kann nur die andere Alternative gelten: es gibt unendlich viele Primzahlen.

Die sich hier anschlieRende Frage ist zweifellos berechtigt: wieso ist 1 keine
Primzahl? Offenbar hat schon Euklid ausgeschlossen, dass 1 eine solche ist.
Sonst hatte der Beweis ja nicht geklappt. Spater in der Mathematikgeschichte
allerdings gab es dennoch diverse Schwankungen ob 1 eine Primzahl ist oder
nicht. Mittlerweile ist man Ubereingekommen, dass das System der
Mathematik in sich schlissiger wird, wenn die 1 keine Primzahl ist. Also hatte
Euklid (330-275 v.Chr.) augenscheinlich seinerzeit schon den richtigen Riecher.



Vielleicht gerade auch deswegen, weil der (indirekte) Beweis der Unendlichkeit
der Primzahlen so gut funktionierte, wenn die 1 keine Primzahl ist. Somit hatte
man hier Ubrigens ein Anzeichen daflir, dass eine bestimmte Art von
Zirkularitdt ein wichtiger Unterbau fundamentalen Denkens darstellen konnte.



